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Programmation récursive 

Résumé 

Nous étudions dans ce cours le principe des algorithmes récursifs. 
Divers exemples seront étudiés et mis en œuvre pour en saisir le 
principe de fonctionnement.  

La limitation posée par de très nombreux appels récursifs recalculant 
de nombreuses fois les mêmes valeurs sera contournée par le principe de la mémoïsation. 
Cette technique d’optimisation du temps de calcul d’un programme informatique se montrera 
particulièrement efficace dans le calcul des valeurs successives de la suite de Fibonacci. 

Bonne lecture, bon travail. 
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1 La récursivité introduction1 
Un algorithme récursif est un algorithme qui résout un problème en calculant des solutions 
d'instances plus petites du même problème. L'approche récursive est un des concepts de base 
en informatique. 

Les premiers langages de programmation qui ont autorisé l'emploi de la récursivité sont LISP 
(apparition en 1958, conçu par John Mc McCarthy) et Algol 60 (1960). Depuis, tous les 
langages de programmation généraux réalisent une implémentation de la récursivité. 

On oppose généralement les algorithmes récursifs aux algorithmes dits itératifs qui 
s'exécutent sans appeler explicitement l'algorithme lui-même. 

1.1 La récursivité quèsaco ? 

Une illustration dans le domaine des fractals une démonstration2 

 
Quelques réflexions : 

Q1. Décrivez ce qui est réalisé à chacune des étapes du processus. 
 

Q2. Ce processus se termine t-il ? 
 

1.2 Comprendre les principes : une représentation en escaliers 

Nous pouvons comparer les principes de fonctionnement des algorithmes itératifs et récursifs 
en utilisant une représentation sous forme d’escalier3 . 

Pour cela imaginons d’avoir besoin de calculer  a
n 
= a  a

n-1             
a

0
 = 1 

 

                                            

1
 https://fr.wikipedia.org/wiki/Algorithme_r%C3%A9cursif  

2
 http://www.lacim.uqam.ca/~blondin/posts/fr/fractales.html  

3
 Source S. Verel, M.-E. Voge, Algorithmes récursifs, www.i3s.unice.fr/∼verel  

étape 1 étape 2 étape 3 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Algorithme_r%C3%A9cursif
http://www.lacim.uqam.ca/~blondin/posts/fr/fractales.html
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                  Processus itératif                        Processus récursif 

                            

 

 

 

Q3. Décrire les deux processus. 
 

 

2 Formalisation mathématique4 
Une formulation récursive d’une fonction est toujours constituée de plusieurs cas, parmi 
lesquels on distingue des cas de base et des cas récursifs du calcul. 

 

o Les cas récursifs utilisent la fonction pour suivre un cheminement vers le résultat. 

o Les cas de bases permettent de calculer directement une solution. 

2.1 Un exemple la fonction factorielle 

Cette fonction bien connue a pour expression : 

Elle peut s’écrire :  

La forme itérative du calcul s’écrit :  

 

La forme récursive s’écrit :  

 

 

                                            

4
 Rédigé avec l’aide du chapitre 1 récursivité de Terminale NSI, 24 leçons avec exercices corrigés ellipses et 

Wikipédia https://fr.wikipedia.org/wiki/Algorithme_r%C3%A9cursif  

Descend l’escalier 

Jusqu’à la 
première marche 

Cas de base 

Cas récursif 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Algorithme_r%C3%A9cursif
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2.2 Deuxième exemple la fonction xn 

Définition itérative 

 

La fonction est définie par : 

Définitions récursives 

 

 

Script_récursif_1. Coder la fonction définie ci-dessus 

à partir du script  

 

2.3 Fonctionnement de la récursion : l’arbre des appels 

Le fonctionnement récursif impose d’enregistrer les données et l’état du calcul à l’étape n avant 
de passer à l’étape n-1. Ces enregistrements se font, quelque soit le système de calcul utilisé, 
dans une zone de mémoire vive particulière appelée : la pile. 

Cette pile enregistre donc les contextes successifs de tous les appels ce qui permet au 
processus récursif de s’accomplir correctement et re revenir en arrière, en dépilant les appels, 
pour aboutir au résultat final. 

Exemple de représentation de la pile d’appels 

 

 
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Chacun des appels à la fonction puissance nécessite d’enregistrer dans une zone de mémoire 
vive, spécialement dédié à cette usage, dénommée la pile, tout le contexte permettant 
d’effectuer ultérieurement le retour d’appel et de revenir au premier appel avec le résultat des 
calculs. 

Chaque appel récursif consomme donc de la mémoire ce qui constitue une limite à une 
utilisation intensive. 

 

En python le message d’erreur obtenu en cas de dépassement est le suivant : 

 

 

Cette limite peut être repoussée par : 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.4 Exercice 

Q4. Décrire sur la représentation 
graphique les appels nécessaires pour 
le calcul de puissance(3,4). Pour 
simplifier on notera puissance(x,n) par 
p(x,n). La définition utilisée est 
rappelée ci-contre :  

 

 

Exemple calcul de 241500 

Le résultat entier est 
exact en python. 

Trop fort 
Python !! 
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3 Diviser pour régner : l’exponentiation rapide 

3.1 Définition récursive améliorée de la fonction puissance 

En utilisant les propriétés : 

                              pour n pair et                                           pour n impair  

On peut définir récursivement xn avec des cas récursifs multiples : 

 

 

 

Script_récursif_2. Coder la fonction améliorée définie ci-

dessus à partir du script  

 

3.2 Analyse de résultats 

Q5. Commentez les résultats ci-dessous :  
 

        

              

 
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3.3 Comparaison des deux algorithmes en terme d’appels 

Si nous comparons le fonctionnement des deux fonctions récursives décrites script_récursif_1 
et script_récursif_2, en y ajoutant un traceur pour compter le nombre d’itérations nous 
observons les résultats ci-dessous : 

           

 

Q6. Vérifier que dans le cas amélioré le nombre d’appels au total de 

la fonction puissance est égal à 1 + ⌊log2(n) ⌋    
 

4 Pour soulager la pile : la mémoïsation5 
Nous allons illustrer un principe utilisé en programmation qui s’appelle la 
mémoïsation. Ce principe consiste à mémoriser des résultats dans les appels 
récursifs successifs ce qui permet d’économiser du temps de calcul. Nous 
l’illustrons sur un exemple : le calcul de la suite de Fibonacci. 

4.1 La suite de Fibonacci 

Cette suite est définie de la manière suivante :  F0=0, F1=1, Fn=Fn-1 + Fn-2 pour n>1 

Nous avons ici une double récursion. 

 
 

Script_récursif_3. Coder la fonction de Fibonacci en 

complétant le script  

 

                                            

5
 Paragraphe rédigé avec https://www.youtube.com/watch?v=Qk0zUZW-U_M en complément des ressources 

précédentes. 

Bien entendu les résultats sont identiques dans les deux cas : 

https://www.youtube.com/watch?v=Qk0zUZW-U_M
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Résultats obtenus : 

 

4.2 La mémoïsation première méthode 

Nous allons mémoriser les résultats 
dans un dictionnaire au fur et à 
mesure de leurs calculs.  Comme la 
suite de Fibonacci fait un appel 
intensif à des valeurs déjà calculées 
le gain en temps de calcul devrait 
être important. 

 

Script_récursif_4. Modifier votre script 

n°3 pour y ajouter la mémoïsation. 

 

Vous noterez la déclaration du 
dictionnaire en dehors de la fonction.  

 

 

Résultats obtenus : 

  

4.3 La mémoïsation deuxième possibilité 

Python possède une bibliothèque qui effectue automatiquement la mémorisation des résultats 
intermédiaires des fonctions et les dépose dans un cache. 

 

 
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Les résultats obtenus : 

 

 

Q7. Résumer le principe de fonctionnement et les effets de la mise 
en œuvre de la mémoïsation dans un programme. 

 

5 Diviser pour régner : le tri fusion 

5.1 Introduction 

En informatique, le tri fusion est un algorithme de tri par comparaison stable. Sa complexité 
temporelle pour une entrée de taille n est de l'ordre de n log n, ce qui est asymptotiquement 
optimal. Ce tri est basé sur la technique algorithmique « diviser pour régner ».  
 
L'opération principale de l'algorithme est la fusion, qui consiste à réunir deux listes triées en une 
seule. L'efficacité de l'algorithme vient du fait que deux listes triées peuvent être fusionnées en 
temps linéaire. 
 

Q8. Donner la signification d’un tri stable, puis d’un tri en place. 

Principe de fonctionnement6 

 
L'algorithme est naturellement décrit de façon récursive.  
 

1. Si le tableau n'a qu'un élément, il est déjà trié. 
2. Sinon, séparer le tableau en deux parties à peu près égales. 
3. Trier récursivement les deux parties avec l'algorithme du tri fusion. 
4. Fusionner les deux tableaux triés en un seul tableau trié. 

Description du fonctionnement 

Le graphique ci-contre 
représente le tri fusion de la 
liste [38, 27, 43, 3, 9]. 

 
 

Q9. Résumez le 
fonctionnement de 
l’algorithme.  

 

 

 
 

                                            

6
 https://fr.wikipedia.org/wiki/Tri_fusion  

https://fr.wikipedia.org/wiki/Tri_fusion
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Q10. Décrire par un graphique le tri fusion de la liste : 

                     
 

5.2 Fusion de listes triées 

Description de l’algorithme 

On peut facilement construire une liste triée comportant les éléments issus de ces deux listes 
(leur *fusion*). Le plus petit élément de la liste à construire est soit le plus petit élément de la 
première liste, soit le plus petit élément de la deuxième liste. Ainsi, on peut construire la liste 
élément par élément en retirant tantôt le premier élément de la première liste, tantôt le premier 
élément de la deuxième liste. 

Pseudo code de l’algorithme7 

       
 

Le symbole ⊕ désigne ici la concaténation de tableaux. (L’opération + avec des listes en 
python) 

5.3 Le tri fusion 

En utilisant l’algorithme Fusion de listes triées nous pouvons décrire le pseudo code du tri 
fusion : 

Pseudo code de l’algorithme8 

      fonction triFusion(T[1, …, n]) 
      si n ≤ 1 
              renvoyer  T 
      sinon 
              renvoyer  
                      fusion (  triFusion(T[1, …, n/2]) , triFusion(T[n/2 + 1, …, n]) ) 

 

 

                                            

7
 Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Tri_fusion  

8
 Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Tri_fusion  

https://fr.wikipedia.org/wiki/%E2%8A%95
https://fr.wikipedia.org/wiki/Tri_fusion
https://fr.wikipedia.org/wiki/Tri_fusion

